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RESUMO

Neste trabalho, buscamos entender as caracteristicas de dinamicas quanticas markovianas
de acordo com duas defini¢coes distintas. Apresentamos, inicialmente, o formalismo de
sistemas quanticos abertos e diferentes propriedades das dindmicas nao unitarias. A seguir,
comentamos a respeito da definicdo de markovianidade classica, que precisa ser reformulada
para dindmicas quinticas. Passamos, entao, ao estudo das duas principais propostas (BLP
e RHP) que disputam o consenso da definigdo de markovianidade quéntica. Reproduzindo
os resultados de (1), estudamos a evolugdo de um sistema especifico, a partir do qual

discutimos a validade de extensoes das definigoes BLP e RHP para dindmicas nao lineares.

Palavras-chave: Sistemas quanticos abertos. Processos Markovianos quéanticos. Refluxo

de informacao quantica.
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1 INTRODUCAO

O processo de entendimento da descrigdo matematica da mecanica quantica geral-
mente comega pela equagao de Schrodinger. Porém, por assumir evolugdes unitarias, esse
formalismo nao trata de interagoes com ambientes quanticos. Como nao é possivel isolar
completamente um sistema quantico do seu ambiente, apenas uma descricao mais geral é
capaz de prever de maneira realista as evolu¢oes quanticas. Além disso, o comportamento
de propriedades como a coeréncia quantica - indispensavel para a eficiéncia de tecnologias
quanticas - depende fortemente da interagdo com o ambiente. Por isso, é essencial enteder
profundamente as particularidades das evolugoes de sistemas abertos. Dentre os aspectos
que classificam essas dinamicas, estd a markovianidade, ligada ao fluxo de informacao no
sistema e a preservacao de caracteristicas quanticas. O entendimento da markovianidade
quantica facilita a procura por solugoes que evitam efeitos indesejados do ambiente no

sistema, ou que provocam os efeitos desejados. (1)

No contexto cléssico, a definicio de markovianidade é clara e tnica (2), pensada a
partir das probabilidades condicionais. Mas essa definicdo nao pode ser imediatamente
estendida para o contexto quantico, ja que caracteristicas como emaranhamento e super-
posicao impedem que tratemos as probabilidades condicionais da mesma forma. Surgem,
entdo, diversas propostas de definicoes de markovianidade quéntica baseadas nas propri-
edades matemaéticas e na perda de memoria. Como a maior parte das propostas nao é
equivalente entre si, existe uma disputa em relacao a qual deve ser a mais apropriada.
Nesse cendrio, lideram as definigoes RHP (3) e BLP (4), ambas propostas para dindmicas

lineares.

Nosso trabalho busca entender as propostas de markovianidade quantica e testar
extensoes do regime de validade para dindmicas nao lineares (mais gerais) através de
um estudo de caso. O texto ¢é dividido em trés grandes se¢oes. Na secao 2, retomamos
brevemente o formalismo para sistemas quéanticos fechados. Em 3, introduzimos o forma-
lismo de sistemas quanticos abertos e comentamos sobre as principais caracteristicas que
se conectam com as classificagoes de markovianidade. Por tltimo, em 4, apresentamos a
definicao de markovianidade classica, discutimos as duas principais defini¢des quanticas e
estudamos critérios para classificar uma dindmica nao linear. Os efeitos observados nesse

contexto mais geral permitem argumentar em favor de uma ou outra definicao.






2 SISTEMAS FECHADOS

Comegamos retomando a descri¢ao de sistemas fechados, ja bastante conhecida,
para que possamos salientar suas diferencas e semelhancas com a dindmica de sistemas

abertos. Em primeiro lugar, escrevemos a equacao de Schrodinger

() _
(S = () () (1)

onde consideramos a constante de Planck, &, igual a 1. O vetor [¢()) contém a informacao

do estado do sistema em um tempo ¢ e H(t) é a hamiltoniana, que perde a dependéncia
temporal se o sistema for isolado, além de fechado. Podemos introduzir o operador de
evolugao temporal U(t,%y) que mapeia o estado em um instante ¢, ao estado no instante ¢.
Esse operador deve ser unitario a fim de preservar a norma a cada instante. Se substituirmos
|0(t)) = Ul(t,to) |¥(to)) em (2.1), encontramos a equacao de Srchodinger para o operador

de evolucao temporal.

27
ot
Temos, entdo, a solugdo mais geral para U(t,ty):

— HOU(t, to) (2.2)

U(t, ty) = Texp {—i /t H(s)ds] : (2.3)

to
sendo T o operador de ordenamento temporal. Para sistemas em que a hamiltoniana é

independente do tempo, a solugdo resume-se a U(t,ty) = exp[—iH (t — to)].

2.1 Operador densidade

Ainda em sistemas isolados e fechados, o formalismo do operador densidade permite
escrever as equacoes de movimento para casos mais gerais: os de estados mistos. Se
trabalhamos apenas com kets (estados puros), tudo o que prevemos servird somente para
um conjunto de sistemas preparados de forma idéntica, cujo estado inicial corresponde ao ket
com o qual trabalhamos. No entanto, podemos estar interessados na evolugao de sistemas
cujo estado nao é completamente conhecido, mas podemos atribuir probabilidades para
diferentes estados; ou simplesmente desejamos estudar um conjunto de sistemas que nao
foram preparados de forma idéntica. A descricao de ensembles com essas caracteristicas
nao pode ser feita por um tnico estado puro - nem mesmo considerando estados de

superposicao - e se mostra necessaria a adogao do operador densidade.

Chamaremos por p(t) o operador densidade num instante ¢. Consideramos que

0s [14(t)) sdo estados normalizados e w, sao pesos positivos que correspondem a fragao
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do estado |14 (t)) no conjunto de todos os estados que formam o ensemble. O operador

densidade correspondente a esse ensemble é dado por

p(t) = walta()) (Yalt)], (2.4)

onde >, w, = 1. Claramente os operadores densidade também sao capazes de descrever
sistemas com estados bem definidos, caso em que teremos um ensemble puro. Nessas
situagoes, o operador densidade é dado apenas por p(t) = |¥(t)) (¥(t)], onde |i)(t))
representa o estado do sistema. Para identificar se o ensemble que forma o operador
densidade ¢ puro ou misto, introduzimos a medida de pureza, dada por tr(p*). A pureza
sempre sera menor ou igual a um para qualquer ensemble, satisfazendo a igualdade se o

ensemble for puro.

Reescrevendo os vetores de estado na equagao (2.4) usando o operador de evolucao
temporal, somos capazes de encontrar a equagdo de movimento para p(t), a equagao de

Lioville- von Neumman.

W) _ i), ple)) = (0ol (25)

O superoperador de Lioville, £, atuando em p(t) é definido como o comutador de H(t) e
p(t) multiplicado por —i. Quando a hamiltoniana independe de t, £ também nao dependera

e a solucao da equagao (2.5) serd uma exponencial de £ multiplicada por t.
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3 SISTEMAS ABERTOS

Tendo o conhecimento da dindmica de sistemas fechados, podemos buscar a des-
cricao de sistemas que interagem com um abiente também quantico, com o qual podem
criar correlagoes. O foco do nosso estudo serd a dindmica do sistema aberto, enquanto a
evolugao do ambiente nao serd do nosso interesse. Um sistema com essas caracteristicas
evoluird de acordo com as interagoes entre seus componentes - como no caso de sistemas
fechados - e também de acordo com as interagdes com ambiente que o cerca. As correlacoes
entre o sistema e o ambiente fazem com que a evolugao nao seja mais unitaria, entao
precisamos de uma descrigdo mais geral que a equacao de Schrodinger. Nesta se¢ao e nas
préximas, trabalharemos com a derivacao da dinamica de sistemas abertos, inicialmente
de forma mais geral e depois analisando casos mais particulares, como o de dinamicas

markovianas.

3.1 Descricao geral de um sistema aberto

Sera ttil considerar que conhecemos o sistema total para, a partir disso, derivarmos
as caracteristicas que emergem da descricao de apenas parte do sistema, as caracteristicas
de sistemas abertos. Ao nos referirmos a um sistema aberto, utilizaremos a seguinte
notacao: chamaremos pelo indice S o sistema aberto e por B o ambiente com o qual
interage. Chamaremos por Hg o espaco de Hilbert do sistema S e por Hpg o espago de
Hilbert do ambiente B. O espaco de Hilbert do sistema total é dado pelo produto tensorial
dos espacos de Hilbert individuais Hg ® Hp. O estado mais geral do sistema composto
é dado por um operador densidade no espago L(Hs ® Hp) dos operadores lineares que
atuam em Hg ® Hp, e pode ser escrito como uma combinagao de elementos de L(Hg) e
L(Hp) da forma p =3, ; pf @ p¥.

Sendo Ag e Ap operadores que atuam no sistema e no ambiente, respectivamente,
o produto Ag ® Ap ¢é definido de forma que (As ® Ag)(pf @ pP) = (Asp}) ® (App?).
Portanto, operadores que atuam apenas no espaco do sistema de interesse tém a forma
As ® Ip.

Para qualquer operador densidade do sistema total, o valor esperado de um obser-

vavel A = Ag ® I do sistema composto que atua s6 em S é obtido através de

(A) =trs{Asps}, ps =trp{p}, (3.1)

onde trp é o trago nos graus de liberdade do banho. O operador pg obtido pela defini¢ao
acima garante que trs{Asps} = tr{(As ® Ig)p}. Quando o sistema e¢ o ambiente nao

possuem correlacoes, o operador densidade do sistema total iguala-se ao produto tensorial
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dos operadores densidade de cada um dos seus componentes, adquirindo a forma de estado

produto p = ps ® pp, onde ps é como definido anteriormente e pp, de forma analoga, é

dado por pp = trs{p}.

Se S e B s6 interagem entre si e com nenhum outro sistema além, entao podemos
dizer que o sistema composto (ambiente e sistema aberto) é um sistema fechado e possui
evolucao unitaria. A evolucao unitaria de sistemas quanticos é conhecida, e pode ser
descrita pelo operador de evolugao temporal U(t, ) atuando no operador do sistema total
p(t). Com isso, podemos escrever o operador ps(t) do sistema de interesse em um instante

t através da equagao

ps(t) = trp{U(t,to) p(to) U (t, o) } (3.2)

Da mesma forma, dado que o trago é invariante por escolha de base, podemos
tragar sobre os graus de liberdade do ambiente em ambos os lados da equagao (2.5) -

valida para o sistema composto - e encontramos uma equacao de movimento para pg:

W) _ it {H0). p(0)]), (33

onde H(t) é a hamiltoniana do sistema total. As equacoes (3.2) e (3.3) sdo equagdes

exatas, mas precisariamos conhecer toda a dinamica do sistema total para escrevé-las para
uma situacao fisica especifica. Como em geral pode ser extremamente dificil descrever a
evolucao do sistema composto, é comum fazer uso de aproximacoes a fim de encontrar

uma equagao de movimento capaz de prever a evolucao do sistema aberto.

3.2 Mapas dinamicos

Na dindmica de sistemas fechados, podemos definir um mapa U(t, ;) da forma
U(t, to)p(to) = Ul(t, to)p(to)UT (L, to), entdo U(t,ty) serd um mapa que leva o sistema de
um instante to para um instante t. A fim de encontrarmos o anédlogo a U(t,ty) que faz
a evolucao de um operador densidade de sistemas abertos, comecamos pensando nas
caracteristicas mais gerais dos mapas que transformam operadores densidade em outros
operadores densidade; afinal, p sempre precisa representar um estado fisico. Operadores

densidade que correspondem a um estado fisico satisfazem o seguinte:

pl=p,trp=1,p>0. (3.4)

As relagoes acima dizem que os operadores sao hermitianos, possuem trago unitario
e todos os seus autovalores sdo nao negativos (podem ser representados por uma matriz
positiva semidefinida). Entao, mapas que levam operadores densidade em outros operadores

densidade precisam preservar essas caracteristicas.
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Nesta subsecao, enunciaremos algumas propriedades das representacoes de mapas
que nao demonstraremos, mas todas podem ser verificadas na referéncia (5), ou também
demonstragoes que levarao as mesmas conclusoes em (3) e (6). Em primeiro lugar, todo
mapa V pertencente ao espago L?*(H) dos superoperadores de H e admite uma representacio
na forma de Kraus, dada por V(p) =3, 4; p C’J . Em segundo lugar, um mapa na forma

de Kraus preservara traco se e somente se

Vip)=YAipcCl, > cla=1, (3.5)

onde I ¢ a identidade no espaco L?*(H). Como toda matriz positiva semidefinida é hermiti-
ana, basta que os mapas preservem a primeira caracteristica para que levem operadores
densidade a outros operadores hermitianos como consequéncia. Porém, exigir que o mapa
seja positivo nao é suficiente para que ele sempre seja responsavel por uma evolucao fisica.
Podemos pensar que o sistema esta acoplado a um outro sistema D que nao perturba a
dindmica do sistema composto SB. Se fizermos o traco nos graus de liberdade do banho,
a evolucao do sistema SD serd dada por (V @ I)(I ® Up) onde V' ¢é o mapa que da a
dindmica do sistema S e Up dard a evolugao do sistema D. O problema é que V ser
positivo nao implica em (V & I) positivo, entdo um mapa positivo poderia levar o estado
do sistema composto SD a um operador densidade que nao representa um estado fisico
(6) (5). Para que a evolugao dada por V' sempre represente uma evolugao fisica, exigimos
que a composi¢do do mapa V' com a identidade de um espago de Hilbert de qualquer
dimensao seja positiva. V' é completamente positivo se (V ® Ij) é positivo Yk € N. Um

mapa linear na representagao de Kraus é completamente positivo se pode ser escrito como
Vip)=2iAip A;‘r-

Chamamos por canais quanticos os mapas que preservam todas as caracteristicas
dos operadores densidade. Um canal quantico ¢, portanto, um mapa linear completamente
positivo e que preserva trago (um mapa CPTP, Completely positive and trace-preserving
map). Dadas as condigoes acima comentadas, um mapa serd um canal quintico se puder

ser escrito da seguinte forma na representacao de Kraus:
Vip) =Y Aip Al, YAl A =1 (3.6)
os operadores A; que satisfazem essa condi¢ao sdo chamados de operadores de Kraus.

3.2.1 Mapa a partir da dinamica do sistema total

Dada na secao anterior a forma geral dos mapas lineares que levam operadores
densidade a outros operadores densidade, podemos considerar novamente que conhecemos
a dindmica do sistema total, observar as caracteristicas dos mapas que podem ser derivados

a partir dela e comparar com a forma de Kraus que descreve mapas CPTP.
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Tendo a equacao (3.2), consideramos que o estado inicial ndo possui correlagdes
entre o sistema aberto e o ambiente (ele é da forma p(ty) = ps(ty) @ pr(ty)). Como dito
anteriormente, essa nao é a forma mais geral de um operador no espago L(Hs ® Hp) da
matriz de densidade do sistema total; qualquer estado inicial emaranhado nao pode ser
escrito na forma de um estado produto. Com essa consideracao, podemos definir o mapa

que leva pg(to) a ps(t) da seguinte forma:

V(t,to)p(to) = tre{U(t,to)(ps(to) @ pa(to))U'(t,t0)} = ps(t). (3.7)

Fixados t, ty e pp(to), V(t,tg) é um mapa que leva elementos do espago dos
operadores de densidade do sistema reduzido em outros elementos desse mesmo espago
Vit ,tg) : L(Hs) — L(Hgs). Consideramos a decomposicao espectral de pgp(ty): pp(to) =
Yo Aa |®a) (Pal. Usando a base de autovetores de pg(ty) para realizar o trago da equagao

(3.7), podemos escrever

V(. to)ps(to) = > Wapl(t, to)ps(to) Whs(t, to) (3.8)
af

onde os operadores W,4(t,to) sao definidos como

Was(t,to) = \/As (6al U(t,to) |¢5) - (3.9)

E possivel mostrar que os operadores W,z satisfazem

S Wt to)Was(t, to) = Is. (3.10)
af

Portanto o mapa V (¢, ty) mais geral para um estado inicial separdvel é linear e pode ser
escrito na forma (3.8), que corresponde a forma de Kraus dada pela equagao (3.6), entao
é completamente positivo e preserva trago. Um mapa CPTP ja era esperado, afinal foi
derivado sem aproximagoes a partir de uma dinamica unitaria para o sistema total - o
que garante que o sistema total evolui para estados com significado fisico, dos quais pg(t)
é uma descricao parcial. Por fim, se permitimos que t varie entre valores maiores que f,

obtemos uma familia de mapas dindmicos que descreve a evolugdo do sistema de interesse.

3.2.2  Mapas nao unitérios

Ja comentamos anteriormente que mapas dinamicos de sistemas abertos nao
precisam ser unitarios, agora pretendemos observar como essa caracteristica ocorre. Para
ilustrar, vejamos um conjunto de dois sistemas de dois niveis, consideramos o estado
inicial p(0) = |00) (00| que evolui através de operagoes unitarias para o estado p(t) =

1/2(]00) + |11)) ({00 + (11]). Tomando o trago parcial no primeiro sistema de dois niveis,
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obtemos o operador densidade reduzido para o segundo sistema, que serd p;(0) = |0) (0| no
primeiro instante e py(t) = 1/2(|0) (0] + |1) (1]) no instante ¢. Em ¢ = 0, p1(0) correspondia
a um estado puro, ji em ¢, p(t) descreve um estado misto. Em evolugdes unitarias, é
possivel provar que a pureza do sistema é preservada (6). Logo, o caso apresentado precisa
corresponder a uma dinamica nao unitaria - caracteristica que surge das interagoes do
subsistema com o restante do sistema total, ainda que a evolucao deste ultimo seja unitaria.
Além da nao unitariedade, o exemplo anterior também reforga a necessidade de trabalhar
com operadores densidade: apenas os operadores densidade podem descrever de forma

satisfatéria um sistema quantico que muda o grau de pureza durante a evolucao.

3.2.3 Mapa dependente do estado de pg

Até aqui consideramos um estado inicial separavel para derivar a dindmica do
sistema aberto e encontrar que é dada por um mapa linear que pode ser escrito na forma da
equagao (3.6). Também mencionamos que a condi¢ao adotada nao é geral. Se considerarmos
um estado inicial com correlagoes, em geral o mapa definido por uma equagao analoga
a (3.7) ndo podera ser escrito apenas em funcao do operador U(t,ty) do sistema total e
do estado do ambiente pg, como feito anteriormente na equagao (3.9). Podemos pensar
em um estado inicial escrito da forma p;(ty) = ps(to) ® pp(to) + peorr(to), onde peor(to)
contém todas as correlagdes entre o sistema e o ambiente. Como o operador do sistema
total precisa ser positivo semidefinido, nem toda combinacao de pg(to), ps(to) € peorr(to) é
permitida (3). Sendo assim, nao é mais possivel escrever um operador de evolugao temporal
independente de pg(tp); a existéncia de correlagoes restringe os estados pg(ty) para os

quais o mapa dara uma dinamica fisica.

3.2.4 Composicao

Para algumas evolugoes, podemos escrever

Vte, to) = V(ta, t1)V(t1,to), te > t1 >t (3.11)

sendo cada um dos mapas um canal quantico. Sabemos que os mapas V' (ty, %) e V(t1,to)
podem ser definidos pela equacao (3.7) dada uma condicao inicial de estado produto. Mas
nem sempre é possivel escrever um mapa V (y,%1) com o mesmo procedimento, ja que em
geral a dindmica provocara emaranhamento entre o ambiente e o sistema. Uma igualdade
como dada em (3.11) s6 é valida para familias especificas de mapas dindmicos. Para mapas
inversiveis para todo t > to, podemos definir V (tq, t1) = V (ta, t0)V " (t1,ty). Mesmo sendo
possivel construir o mapa intermediario, nao temos garantia de que sera um canal quantico,
afinal V~1(¢1,ty) ndo precisa nem mesmo ser positivo. Além disso, é possivel mostrar que o
inverso de um canal quantico sé é outro canal quantico se a dindmica for unitaria (3). Um

caso particular de (3.11) é quando os mapas s6 dependem da diferenga entre os instantes
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t1 e ty. Nesse caso, vale a composicao V (t; + to) = V (t2)V (t1) para t1,ty > 0, que garante

todas as propriedades de semigrupo a familia de mapas responsavel pela dinamica.

3.2.5 Gerador

Se os mapas satisfazem a equagdo (3.11) com cada um dos mapas podendo ser

escrito na forma de Kraus, para e positivo vale

plt+6)—plt) = [V(t+€,0) V(. 0)]p(0) = [V(t+e, 1)~ IV (L,0)p(0) = [V (t-+e, 1)~ )p(t)

(3.12)
considerando que o limite € — 0 é bem definido, (3.12) permite escrever
W) iy AT 22Oy VEECOZL ) ptry 319
sendo
£(t) = lim Vit 66 -1 (3.14)
notemos que d’zl—(tt) = L(t)p(t) que aparece em (3.13) é uma generalizagdo da equagao

de Lioville- von Neumman para sistemas abertos e, mais especificamente, £(t) é uma
generalizagao do superoperador de Lioville definido pela equagao (2.5). A definigao (3.14)

também permite escrever

OV (¢, to)
ot

Quando familia de mapas que forma um semigrupo, a solugao para V(t) se resume a

— L)V (L, 1) (3.15)

V(t) = exp(Lt), onde L é um superoperador independente do tempo, gerador do semigrupo.

3.2.6 Equacao mestra

Sabendo que a dindmica de pg(t) é descrita por uma equagao diferencial dada por
L(t), procuramos por sua forma mais geral. Consideramos o caso de um espago de Hilbert
finito dimHs = N e um estado inicial produto, reescrevemos os operadores W5 em uma
base conveniente e usamos as propriedades do mapa V' (t). Com isso, é possivel encontrar

uma equagao com a seguinte forma:

L(ps) = —ilH D). ps0] + X wlt) (Al)psALt) - HALOALD ps}), (316)

onde H(t) é auto adjunto e Yx(t) > 0 para todo k e t. Essa é uma generaliza¢ao com
dependéncia temporal da forma diagonal da equacao de Lindblad, que corresponde a

equagao mestra para o gerador de semigrupo £ independente do tempo. Na equagao (3.16),
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o comutador é responsavel pela parte unitaria da dindmica enquanto o segundo termo da
a parte dissipativa. Podemos perceber que, se o segundo termo nao existisse, a equagao
diferencial seria idéntica a uma equacao de Lioville - von Neumman para sistemas fechados.
Apesar disso, a hamiltoniana H (f) presente na parte unitdria ndo necessariamente é
formado apenas por Hg, podemos ter contribui¢oes unitarias para a dinamica de pg devido
a interacao com o ambiente. Certas aproximagoes permitem chegar a uma equagao como a
(3.16) a partir da Hamiltoniana do sistema total. Dentre esses conjuntos de aproximagoes
temos como exemplo a aproximagao de Born-Markov, onde se considera acoplamento fraco
entre o sistema e o ambiente e que as excitagoes do ambiente decaem muito mais rapido

que a escala de tempo de evolugao do sistema.

3.2.7 Contratilidade

Nessa secao, apresentamos uma ultima caracteristica importante para entendermos
como markovianidade classica e quantica relacionam-se. A demonstracao do teorema pode

ser encontrada em (7).

Teoremal : um mapa linear que preserva trago, V, é positivo se e somente se,

para todo operador hermitiano y atuando em H, ||V (x)[l1 < ||x|]1, onde a norma ¢ dada

por [Ix|li = try/xTx.
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4 MARKOVIANIDADE

Com as caracteristicas de sistemas abertos apresentadas nas segOes anteriores,
temos ferramentas para o estudo da markovianidade quantica. Antes, porém, retomamos

a ideia de markovianidade definida no contexto classico.

4.1 Markovianidade classica

Consideremos uma varidvel estocastica Y. Sendo t, < t,11, Pu(y1,t1; .5 Un, tn) € a
probabilidade conjunta de Y ter o valor y; no tempo t1, yo em ¢, e assim segue até y, e t,,. E
probabilidade condicional P(y1,t1; .5 Yk te|Ykt1, tig1i -3 Yt tht) € @ probabilidade da
varidvel estocastica Y ter os valores (ygy1, trs1; -5 Ui, t) dado que os valores (y1,t1;...; Yk, tr)
estao fixados. Chamamos por processo Markoviano no contexto classico um processo que

obedece a igualdade

Proin (st yas tos - Yn—1, tne1|Yn, tn) = Pijn(Yn—1, tn—1|Yn, tn)- (4.1)

Como a probabilidade condicional s6 depende do passado imediato, dizemos que héa perda
de memoéria do processo em relagao ao seu passado. Para uma dinamica markoviana, o
processo pode ser descrito a partir de uma hierarquia das probabilidades de transicao
Pij1(y1, t1|y2, t2) dada abaixo (2):

Ps(y1,t15 92, tos ys, t3) = Pr(yu, t1) Puya(ya, tilye, t2) Pu (ye, talys, ts). (4.2)

O que leva a

P (y1, tilys, t3) = /P1|1(y1,t1|y2,tg)P1|1(y2,t2|y3,t3)dyg, (4.3)

a chamada equacao de Chapman-Kolmogorov. Essa equagao mostra que a transicao de
y1 em t; para ys em t3 pode ser quebrada em dois passos (de ¢, para ty e de ty para t3)
quando as probabilidades condicionais s6 dependem do instante imeadiantamente anterior,

como descrito pela equagao (4.1).

4.2 Markovianidade quantica

Como vimos, a markovianidade classica é definida a partir da probabilidade condi-
cional. Em um processo classico, é possivel obter as probabilidades condicionais medindo
os estados do sistema em diferentes instantes. Em processos quanticos, as probabilida-
des dependem do processo de medicao escolhido e, portanto, os estados posteriores e

a probabilidade condicional também serao afetados pela medicao. Por isso, a defini¢ao
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de markovianidade precisa ser reformulada, preferencialmente pensando em aspectos da
evolucao que independem do processo de medi¢ao. Nos ultimos anos, diferentes propostas
de definicao foram apresentadas, mas ainda nao ha consenso a respeito de qual deve
ser adotada. Nas préximas segoes, apresentaremos e compararemos as duas principais

definigoes.

4.2.1 Critério RHP

A proposta de Angel Rivas, Susana F. Huelga e Martin B. Plenio ¢ definir marko-
vianidade através da divisibilidade dos mapas dinamicos. Familias de mapas diviviveis sao
aquelas em que os mapas obecem & igualdade V(tq,to) = V (t2,t1)V (t1,t0),ta > t1 > to,
sendo cada mapa um canal quantico. Como visto nas secoes 3.2.4 e 3.2.5, essa caracteristica
permitird que a familia seja descrita através de um superoperador L£(t), que gera um
semigrupo continuo no caso em que os mapas s6 dependem de um pardmetro. Além disso,
a definicao de markovianidade através do critério RHP leva a equagoes diferenciais na
forma da quacdo (3.16) com as taxas 5 (t) positivas para todos os instantes. E possivel
mostrar que o contrario também vale: toda equacao linear com taxas positivas levara a uma
familia de mapas divisiveis (3). A semelhanca da definigaio RHP com as caracteristicas da
markovianidade classica é estabelecida quando relacionamos as probabilidades P (y,, t,)
com os operadores densidade p(t) e as probabilidades de transi¢ao Pij1(Yn, tn|Ynt1, tnt1)
com os mapas dinamicos. Dessa forma, a divisibilidade é um andlogo quantico da equacao

de Chapman-Kolmogorov.

Além das propriedades matematicas, essa definicdo também carrega uma ideia de
perda de memoria. Consideremos um sistema que é representado pelo operador p; com
probabilidade ¢ e por py com probabilidade (1 — ¢). Com a melhor escolha de operadores
de medigao, a chance minima de erro ao atribuir um estado para o sistema (atribuir p;

quando o correto seria py, ou o contrario) é dada por

1—[|A
Perro = || ||1
2

sendo A = gp; — (1 — q)p2 a matriz de Helstrom. Lembremos que, pela definicio RHP,

(4.4)

cada mapa linear V' (t5, ;) que evolui um sistema com dindmica markoviana é positivo
e preserva trago. Sendo assim, os mapas markovianos por RHP satisfazem as condigoes
do teorema apesentado na se¢ao 3.2.7 e, portanto, nunca aumentam o valor da norma de

operadores hermitianos. Escrevendo a probabilidade minima de erro no instante o

_ 1= [A(2)]h

Perro(t2) - # (45)

e lembrando que a matriz de Helstrom é hermitiana, temos o seguinte:

A = [lgpi(t2) — (1 = @)pa(t2)|| = [[gV (t2, t1) pr(t1) — (1 — @)V (t2, t1)p2(t1)]|  (4.6)
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= [[V(t2, t) AW < [|AMG)]

onde a ultima passagem é garantida pelo teorema apresentado na secao 3.2.7. Como
IA(t2)]] < [JA(t)]|, a equacao (4.5) leva a Pupo(te) > Popro(ti). Na definigaio RHP, cada
par de instantes é conectado por um canal quantico, de forma que esse resultado deve
valer para todo par t5 > t;. Portanto, a evolugdo nunca pode aumentar a distinguibilidade
dos estados p; e py em relacao a medicao. Podemos entender que a memoria a respeito
do estado inicial do sistema vai se perdendo em uma dindmica markoviana, enquanto
pode aumentar se a dindmica for ndo markoviana. Isso implica que, se o objetivo é obter
informacao a respeito do estado inicial, entao o melhor momento para medir um sistema
markoviano é o mais cedo possivel. Ja para um sistema nao markoviano, um instante

posterior pode diminuir a probabilidade de erro e levar a medidas mais confidveis.

4.2.2 Critério BLP

A segunda alternativa é proposta por Heinz-Peter Breuer, Elsi-Mari Laine e Jyrki
Piilo e baseia-se na caracteristica fisica da perda de memoria. Com a norma apresentada

na secao 3.2.7, introduzimos uma distancia entre dois estados

1
D(p1, p2) = 5llpr = pel] (4.7)

que chamaremos por distancia trago. Para qualquer par de estados teremos 0 < D(p1, p2) <
1, sendo igual a 0 quando p; = py e 1 quando os estados sao ortogonais (8). Com essa
medida de distinguibilidade, interpretamos um aumento em D(py, p2) como um ganho
de informacao e uma diminui¢do como uma perda de informacao ou memoria. A partir
disso, essa proposta define como markovianas as dindmicas para as quais D(p;(t), pa(t)) é
monotonicamente decrescente para todo instante de tempo e qualquer par de operadores
densidade em t,. Serdo nao markovianas as dindmicas em que o valor de D(py(t), p2(t))

aumentar em algum instante para algum par (p1(to), p2(to)).

Comparando a equacao (4.7) com a matriz de Helstrom, podemos perceber que
a distancia trago iguala-se a ||A|| quando as probabilidades para os estados p; e ps sdo
as mesmas. Portanto, toda a familia de mapas que nunca aumenta o valor de ||A|| para
quaisquer probabilidades ¢ e p, também nunca aumenta o valor da distancia trago. Mais
especificamente, vimos que dindmicas markovianas de acordo com a definicao RHP possuem
essa propriedade, entdo toda a dinAmica markoviana pela definicaio RHP é markoviana
também pela definicao BLP. Contudo, as defini¢bes nao sao equivalentes, ja que existem
dindmicas markovianas de acordo com a definicado BLP, mas nao de acordo com RHP
(9). Isso acontece quando 7x(t) < 0 para algum k e algum ¢ (portanto os mapas nao sao
divisiveis e a dindmica é nao-markoviana de acordo com RHP), mas o efeito das taxas
positivas se sobrepoe ao das negativas, fazendo com que a distinguibilidade entre os estados

sempre diminua. Por fim, a relagao entre a distancia traco e a matriz de Helstrom permite
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escrever a probabilidade minima de erro para ¢ = p = 1/2 em uma medida ideal como
P..ro = (1 — D(p1,p2))/2. Por consequéncia, dindmicas markovianas por BLP sempre
aumentarao a probabilidade de erro na atribuicao de um operador densidade ao sistema
quando ¢ = p = 1/2, ja que a D(pi(t2), pa(t2)) < D(pi(t1), p2(t1)) para todo ty > t; de

acordo com essa defini¢ao.

4.2.3 Caso particular e possiveis extensoes

Passamos, agora, ao estudo do sistema apresentado em (1), que é capaz de exem-
plificar os conceitos discutidos até aqui e auxiliar na procura de descrigoes mais gerais de
markovianidade. O sistema a ser estudado é composto por dois sistemas de dois niveis
(chamaremos por 2-TSS) e um banho de osciladores cuja interagao com os sistemas de
dois niveis altera apenas as populacoes fora da diagonal dos operadores densidade. A

hamiltoniana desse sistema é escrita abaixo

S. .
H(t) = Hs(t) + 3 horblbe + == 3~ h(gibi + gby) (4.8)
k k

sendo que Hg(t) = 37, he;o.i/2 + hJ(t)0.10.9/2 é a hamiltoniana referente apenas aos
sistemas de dois niveis, o primeiro somatério em (4.8) é a hamiltoniana do banho de
osciladores e o segundo somatorio é a hamiltoniana de intera¢ao, onde S, = 0.1 + 0.o.

Nesse sistema, o banho é caracterizado pela densidade espectral J(w) = 3y, |gr |20 (w — wy).

Temos agora duas possibilidades: podemos escolher o 2-T'SS como o sistema aberto
e o banho de osciladores como o ambiente, ou elegemos apenas um sistema de dois niveis
(T'SS) como o sistema de interesse e o conjunto T'SS auxiliar e banho como ambiente. Se
considerarmos que o estado inicial do sistema é um estado produto psp(0) = ps(0) ® pp(0),
a primeira alternativa (2-TSS como sistema aberto) deve levar a mapas dindmicos lineares
desde que saibamos escrever o operador de evolucao temporal do sistema total e fazer o
traco nos graus de liberdade do ambiente. J& a segunda alternativa (um tnico T'SS como
sistema aberto) é interessante porque permite estudar dindmicas nao lineares. Como vimos
na sec¢ao 3.2.3, os mapas dindmicos mais gerais para um estado inicial emaranhado sao nao
lineares, entao basta que pg(0) descreva um estado emaranhado para que a linearidade nao
seja mais garantida. Nesse caso, o emaranhamento no instante inicial se da apenas entre
dois sistemas de dois niveis, tornando-se um caso significativamente menos complicado
dentre as dinamicas nao lineares de sistemas abertos. As duas situac¢oes sao discutidas
em (1) para casos em que as duas defini¢oes classificam da mesma forma as dindmicas.
Estudaremos, entdao, um caso com emaranhamento entre os dois sistemas de dois niveis,

para o qual temos mapas dindmicos nao lineares.

Para um banho em equilibrio & temperatura T, temos pp(0) = exp(— Xy hwiblby/ksT)/Z.
Com a equagao (4.8), é possivel encontrar U(t,to) para o sistema total. Seguindo a ideia

apresentada em (3.2) e (3.3), obtemos as equagoes para o operador densidade pg;(t) de um
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unico TSS fazendo o trago nos graus de liberdade do banho e do T'SS auxiliar. Conseguimos

reproduzir o resultado:

L psi(t) =~ (Hsr(0),p510) + 5 (o1.psa(0ne — Lot psa()) - (49

Na equacao acima utilizamos as definigoes:
B() = b O (| ps(0) [==) + €7 o O (4t s (0) | -+)
Hgi(t) = h(e(t) + J1(t))o12/2 Ji(t) = Im (4 %")

(t) = 4(0)— Re (22 V() = [ dw(T (W) /w)sin(wt)coth (527)

A equagao (4.9) pode ser identificada com a forma (3.16), onde Hg;(t) é responsavel
pela parte unitaria da evolugao e ~,(t) e os operadores oy, formam a parte dissipativa.
Podemos observar que os operadores responsaveis pela evolucao tém dependéncia em [(t),
que é fungao de pg(0) e, portanto, do estado incial do préprio sistema em que atua (pg1(t)).
Essa dependéncia ja havia sido prevista em 3.2.3 e é responsavel pela nao linearidade da
dindmica.

Se supomos que pg(0) é estado produto, esperamos uma dindmica linear. De fato,
quando substituimos pg(0) por ps1(0) ® ps2(0) nas equagoes, a dependéncia de J;(t) e
7 (t) em S(t) é tal que as dependéncias em pg1(0) se cancelam. Os mapas dindmicos
correspondentes a essa situacao sao capazes de evoluir qualquer estado inicial pg;(0),
fixado ps2(0) e os demais parametros do sistema. A distancia traco para dois operadores

densidade evoluidos de acordo com (4.9) é dada por

D (), (1)) = (e — ) + 2T OB, (8) — Bu(t)], (4.10)

onde I(t) = fydt'y(¥') e a = (++| ps(0) [++) + (+—| ps(0) [+=). Para ps(0) = ps1(0) ®
ps2(0) e fixando pg2(0), o sinal da derivada de (4.10) sempre se iguala ao sinal de —v;(t).
Entao nas dindmicas em que 7, (t) é sempre positivo, a distdncia trago é monotonicamente
decrescente. Esses sao os critérios para classificar uma dindmica como markoviana de
acordo com as definigoes RHP e BLP, respectivamente. Da mesma forma, se v, (t) é negativo
para algum instante, nesse mesmo instante a distancia trago estarda aumentando seu valor;
essas caracteristicas indicam refluxo de informagcao para o sistema e nao-markovianidade
de acordo com as duas defini¢bes. Desta maneira, vemos que as definicoes RHP e BLP
sempre concordam para um estado inicial separavel. Essa concordancia ja era esperada

porque estamos estudando um caso com uma unica taxa de decaimento ~; ().

A andlise fica mais complicada para os mapas dependentes de pg;(0). Em relagdo
as defini¢oes ja apresentadas, RHP exige que o mapa seja linear para que a dindmica

seja markoviana e BLP considera que podemos comparar quaisquer dois estados pg;(0)
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fixando pg2(0) - 0 que ndo é verdade se quisermos analisar os casos nao lineares. Mas é do
nosso interesse entender como podemos analisar efeitos de memoéria e semelhancas com
a markovianidade classica também para a grande classe de evolugoes em que o estado
inicial é emaranhado. Por isso, pensamos em alternativas de extensoes dessas defini¢oes

que possam ser utilizadas nesses casos mais gerais.

Incialmente vamos pensar em uma extensao da definicio BLP. Originalmente
poderiamos observar a distancia trago entre dois operadores densidade diferentes desde
que fixdssemos os demais parametros do sistema, entao ambos os estados seriam evoluidos
pelos mesmos mapas dindmicos. No caso nao linear os préprios mapas dependem de pg;(0),
entao fixar os demais pardmetros do sistema e modificar pg;(0) em geral modifica também
os mapas dinamicos. Surge o questionamento: quais estados iniciais podemos comparar
entre si na equagao (4.10) para classificar uma dindmica nao linear como markoviana?
Precisamos definir um critério claro: se restringirmos a uma classe muito pequena, podemos
classificar como markoviano algo que nao é, justamente por nao permitirmos a comparacao
entre os estados para os quais a distancia traco é nao monotonica; se aceitarmos uma
classe muito grande de estados, podemos classificar como nao markoviano algo que é,
por vermos a distancia trago crescer em uma medida entre dois estados iniciais que se
diferenciam por motivos diferentes de refluxo de informacao para o sistema. Porém, muito
dificilmente saberemos dizer se estamos restringindo demais, porque precisariamos testar
todos os casos que satisfazem a restricao para poder afirmar que ha uma inconsisténcia
como a apontada anterioremente (em que a distancia traco classifica como markoviano
algo que nao é). Por isso, o melhor caminho é comegar pelos casos mais abrangentes e,
conforme vao se mostrando inconsistentes, restringimos a uma classe mais especifica o

grupo de estados que podemos comparar entre si.

Seguindo essa ideia, estudamos o caso em que podemos modificar pg(0) por completo,
mas ainda mantemos todos as demais caracteristicas referentes ao estado do banho e
a forma da interagao fixas. Comparamos os operadores densidade iniciais o3 = |1) (1]
e o3 = [3) (3], onde 1) = (VOA[++) + VO.I[+=) + VO3 |—+) + V0.2[-=)) e [3) =
(v/0.45 |[++) +0.2 |4+—) ++/0.3i |—+) +1/0.05i |——)). A distancia traco e sua derivada em
fungao do tempo, assim como os 7 (t) correspondentes a cada caso podem ser observados

no figura 1.

Devemos salientar que 7 (t) > 0, V¢, mesmo com dependéncia em pg(0), ainda é
capaz de carregar ideia de perda de meméria. Na equagao (4.9), o termo entre parénteses
que multiplica v;(¢) é dado apenas pelas coeréncias de pg;(t) multiplicadas por um fator
negativo. Isso significa que, para todo 1 (t) > 0, a derivada dos termos fora de diagonal de
ps1(t) é sempre no sentido que diminui a sua amplitude. Essa dindmica perde informagao
a respeito das coeréncias existentes em pg;(0) e leva estados iniciais diferentes, mas com as

mesmas distribui¢oes na diagonal a estados cada vez mais parecidos. Entao podemos tomar
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Figura 1 — Distancia trago, derivada da distancia trago e taxas de decaimento ~;(t) correspon-

e . R - -3
dentes aos estados iniciais o7 e 03. Demais parametros utilizados: T = 5%%71;),

J(w) = n%, Q =1=0.0lw., n = 0.1. Nos gréaficos de v1(t)/(nw.) o
valor na regidgo do minimo é da ordem de 10~* para oy e 1075 para o3, enquanto o
erro da integracdo ntimerica é da ordem de 10~® em torno do minimo para os dois
casos, garantindo taxas de decaimento positivas nessas regioes.

Fonte: Elaborada pela autora.

71 (t) como pardmetro para analisar a validade de outras propostas. Se usarmos a distancia
trago como critério de markovianidade nao linear e permitimos modificar ps(0) livremente,
os graficos apresentados mostram que essa medida classifica como nao markovianas duas
dindmicas que possuem taxas de decaimento positivas, indicando inconsisténcia nessa

possibilidade de extensao.

Alternativas mais restritivas para a extensao de BLP a serem estudadas sao fixar o
operador densidade do TSS auxiliar pgo(0) - 0 que continuara modificando os mapas a
cada pg1(0) diferente - ou fixar os mapas dindmicos e permitir mudancas em pg2(0). Em
geral essa segunda alternativa resultard em distdncia traco constante (se considerarmos
Ba(t) = Bp(t) em (4.10)) com excessao dos casos em que ,(t)/Ba.(0) = Bu(t)/5p(0), 0 que
pode ser verificado através da forma dos mapas apresentada em (1).

Para a extensdo nao linear da definigao RHP, ~;(t) > 0 apresenta-se como um
bom critério, pois representa perda de memoria. Esse critério é vantajoso em relagao a
distancia trago por nao exigir comparacoes com outros estados iniciais, o que, como vimos,

pode ser bastante complicado no caso nao linear. Além disso, pode ser verificado que os
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mapas apresentados em (1) obedecem uma relagao de composigao do tipo V' (ts, to, ps(to)) =
V(ta, t1, ps(t1))V (t1, to, ps(to)). O que indica que podemos ter uma generalizagao da relagao
de divisibilidade para mapas dependentes de pg(t).
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, encontramos as equagoes para a dinamica dos operadores densidade
de sistemas abertos e comentamos a respeito de caracteristicas de mapas dindmicos como
nao unitariedade e nao linearidade. Também apresentamos a composicdo de mapas e
como ela se relaciona com um gerador, que possui taxas de decaimento positivas para
familias de mapas divisiveis. Em seguida, passamos ao estudo da markovianidade. Dado
que a definicaio de markovianidade classica nao pode ser estendida diretamente para
0 caso quantico, analisamos as duas principais defini¢coes de markovianidade quantica,
que ainda hoje disputam o consenso. Vimos que o critério RHP parte das propriedades
matematicas da markovianidade classica para definir markovianidade quantica através
da divisibilidade da familia de mapas dinamicos. Com isso, a definicao RHP é capaz de
carregar também a ideia de perda de memoria. O critério BLP baseia-se completamente
nesta ultima caracteristica da markovianidade classica para definir a markovianidade
quantica através de uma medida de distancia entre dois estados. Temos, entao, um critério
que classifica como markoviana qualquer dindmica com ideia de perda de meméria (BLP)
e outro que deixa de lado algumas dinamicas com essa caracteristica, mas ¢ construido de
forma que todas as dindmicas markovianas terdo propriedades matematicas semelhantes
as da markovianidade classica. Como nenhuma das defini¢oes é completamente equivalente
a definigdo classica, precisamos escolher entre abranger todas as dindmicas com ideia de
perda de memoéria ou manter as propriedades matematicas. O estudo do caso nao linear
mostra que as extensoes de BLP podem apresentar falhas e que é extremamente dificil
encontrar os critérios que garantam uma definicdo consistente. Enquanto o critério de
taxas de decaimento positivas (extensao da definigio RHP) mantém a ideia de perda de
memoria irreversivel mesmo para a dindmica nao linear. Além disso, a possibilidade de
haver uma extensao valida de divisibilidade para mapas nao lineares permite esperar que a
conexao com a markovianidade classica que motiva a definicio RHP ainda esteja presente

nessas dindmicas mais gerais.
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